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概要概要概要概要    
 3次元の球面上に拘束された粒子の物理系を，Diracの方式
[４]，[5]に基づいて量子化する。このとき，座標系としては，デカル

ト座標系と極座標系の2つを用いる。結果として，デカルト座標

系における量子化では，一意的にハミルトニアンが与えられるの

に対し，極座標系における量子化は，演算子順序の異なる多数

のハミルトニアンの存在を許すことが示される。さらに，多数得ら

れたハミルトニアンのうち2つを選び，その2つの差をアフィン接

続係数という幾何学的な量を用いて表す。 

 次に，他の拘束系でも同様な事が起きるのかを調べるために，

球面とは別の拘束系として，トーラス(ドーナツ状の2次曲面)上

に拘束された粒子の物理系について考察する。その結果，トー

ラス座標系における量子化では，球面上に拘束された場合の極

座標系での量子化と同様に，複数のハミルトニアンの存在が許

されることが示される。さらに，これら異なるハミルトニアンの差を

アフィン接続係数を用いて表すと，極座標系の場合とまったく同

じ幾何学的構造を持つことがわかる。    

 最後に，空間的に拘束されていない物理系に対し，一般化

座標を用いて量子化を行う。この場合にも，複数のハミルトニア

ンの存在が許され，差異を表す項の幾何学的構造は同じである

ことが示される。このことから，粒子に対する閉じた2次元曲面へ

の拘束は，ハミルトニアンが多数得られることには関係していな

いことがわかる。    

1.1.1.1.    研究研究研究研究のののの背景背景背景背景    

 量子力学は，20世紀初等，古典力学では説明できないような

原子レベルで起きる微小な振る舞いを説明するために考案され

た理論体系である。その後工業技術が発達し半導体の微細化

や超伝導材料の研究などが進むにつれ，工学の分野において，

量子力学は非常に重要な理論となった。 

 量子力学における基礎方程式は，Schrödinger方程式（固有

方程式）と呼ばれ，次式で表現される。 

Ĥ Eψ ψ=  

ここで ψ は系の状態を表すベクトルであり，状態ベクトルと呼

ばれる。上式は，演算子によって表現されている。これを座標表

示するためには，両辺に左側から座標のブラベクトルをかけれ

ばよい。 

ˆq H E qψ ψ=   

 具体的に微分方程式としてSchrödinger方程式を書き下すた

めには，ハミルトニアンの座標表示を知る必要がある。 

 量子力学では，座標や運動量などの物理量を演算子として

扱う。そして演算子間に交換関係を設定する。このことにより，古

典系では可換なものが量子系では必ずしも可換でなくなる。 

 一般的な量子力学の教科書においては，極座標系における

Schrödinger方程式を得るために，デカルト座標系のSchrödinger

方程式から変数変換を行う方法を用いている[3]。もしこの方法で

しか極座標系におけるSchrödinger方程式を得られないのであ

れば，極座標系での量子論はデカルト座標系を経由しなけれ

ば議論できないことになる。すなわち、デカルト座標系が絶対的

な座標系でなければならない。しかし，座標系は観測者によるも

のであって，それらの中に絶対的な座標系が存在するはずはな

いと考えられる。それぞれの座標系における量子化については

既に議論がなされており[1]，[2]，極座標系で量子化を行うとハミ

ルトニアンが多数得られてしまうことが確認されている。それらは

全て位置演算子と運動量演算子の順序が異なるものであり，ど

のハミルトニアンが極座標系の正しいSchrödinger方程式を記述

するのかはわからない。そこで本研究では，多数得られるハミル

トニアンがどのような意味を持つかについて明らかにすることを

目指す。 

2.2.2.2.    デカルトデカルトデカルトデカルト座標系座標系座標系座標系でのでのでのでの量子化量子化量子化量子化    

 3次元の球面上に拘束された粒子の量子化をするにあたって，

以下の手順で量子化を行った。まず，ラグランジェの未定乗数

法を用いて拘束系でのラグラジアンを定義し，ルジャンドル変換

をラグラジアンに施すことによってハミルトニアンを得た[1]。その

後，Diracの方式[４]，[5]に従って拘束条件を調べ，それを基に

Dirac括弧を定義した。そして，座標と運動量に関するDirac括弧

を全て計算し，それらを交換子に置き換えることによって，量子

力学における演算子同士の交換関係を導き出した。 

 デカルト座標系で量子化を行った結果，次のようなハミルトニ

アンが得られる。 
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ここで，
ip はデカルト座標系における運動量を表す。また１つの

項の中で同じ添え字が2ヶ所以上使われている場合は，それぞ

れの成分について足し合わせることを意味する。力学変数の交

換関係は，次のようになる。 
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ただし， ,F G FG GF≡ −   である。 ˆ
ip の座標表示は，本間らの

方法[６]を用いれば明らかとなる。 

    ハミルトニアンをデカルト座標表示すれば，次のようになる。
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ここで， r は球の半径を表す。 

3.3.3.3.    極座標系極座標系極座標系極座標系でのでのでのでの量子化量子化量子化量子化 

 2節と同じ物理系を，今度は極座標系において，同じ手順で

量子化する。極座標系で量子化すると，ハミルトニアンは多数得

られる。例えば， 
1 1 1 1

4 4 4 4

2

1

1ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ,
2

1ˆ ˆ ˆˆ
2

mn

m n

mn

m n

H g g g g g
m

H g
m

− −
= Π Π

= Π Π

 

などである。ここで
m

Π は極座標系における運動量である。また

mng は計量と呼ばれる量であり，微小距離 ds は計量を用いて， 

( )2 mn m nds g dq dq=  

で表される。極座標系においては， 
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である。また， mng は mng の逆行列である。極座標系において，

力学変数の交換関係は， 



2 3
ˆ ˆˆ ˆ, , iθ φ   Π = Π =    h  

となり，他の交換関係は全て0となる。DeWittの方法[7]を用いれ

ば， ˆ
m

Π の座標表示を求めることができる。 

 量子力学においては，物理量を表す演算子はエルミートでな

ければならない。よって系の量子化を行う際には，ハミルトニア

ンに対し，次式で表されるエルミート性を要請する。 
†ˆ ˆQ Qϕ ϕ ϕ ϕ′ ′=  

しかし，極座標系では，この要請を満たすようなハミルトニアンが

多数存在する。
1Ĥ と

2Ĥ はどちらもエルミート性を有するが，演

算子順序が異なるハミルトニアンである。言い換えると，極座標

系における量子化によってハミルトニアンが多数得られるのは，

演算子順序が定まらないからある。    

4.4.4.4.    2222種類種類種類種類ののののハミルトニアンハミルトニアンハミルトニアンハミルトニアンのののの比較比較比較比較 

 ハミルトニアンに対する要請を考えるために，
1Ĥ と

2Ĥ の差を

求め，その意味を明らかにする。まず，
1Ĥ と

2Ĥ を極座標表示し

てその差を求める。それは次式のようになる。 
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しかし，極座標表示ではその意味について理解しづらい。よっ

て，次は極座標表示をせずに
1Ĥ と

2Ĥ の差を求める。それは次

式のように表される。 
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 ここでアフィン接続係数と呼ばれるものを導入する。アフィン

接続係数とは，空間の幾何学的な性質に関係する量であり，次

式のような関係が成り立つ。 
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アフィン接続係数を導入することによって，
1Ĥ と

2Ĥ の差を次式

のように書き換えることができる。 
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5.5.5.5.    トーラストーラストーラストーラス上上上上にににに拘束拘束拘束拘束されたされたされたされた粒子粒子粒子粒子のののの場合場合場合場合 

 5節では，トーラス上に拘束された粒子を扱う。閉じた2次元曲

面は，球とトーラスより構成されることが知られている。球面に拘

束された場合については2～4節で論じているので，あとはトーラ

スに拘束された場合を扱えば，閉じた2次元曲面についての議

論は尽されることになる。量子化は，デカルト座標系のほかに，

トーラス座標系[2]で行った。デカルト座標系との関係は， 
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である。ここで， Rは原点とチューブの中心との距離， r はチュ

ーブの半径である。また， r　＜ Rである。 

 量子化の手順は，球面上に拘束された粒子を扱う場合と同様

なのでここでは省略し，それぞれの座標系で量子化されたハミ

ルトニアンのみを示す。まず，デカルト座標系では，ハミルトニア

ンは次のようになる。 
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ここで， ˆ
i
p はデカルト座標系における運動量である。一方，トー

ラス座標系においてハミルトニアンは多数得られるが，そのうち

任意の2つを選んで示す。 
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ここで
m

Π は極座標系における運動量， mng はトーラス座標系に

おける計量である。
1Ĥ と

2Ĥ は，計量の成分を除けば，球面上に

拘束された粒子の量子化によって得られたハミルトニアンと一致

する。さらに，
1Ĥ と

2Ĥ の差を求めれば， 
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となり，球面上に拘束された場合と幾何学的構造が一致する。 

6.6.6.6.    一般化座標一般化座標一般化座標一般化座標におけるにおけるにおけるにおける量子化量子化量子化量子化 

    ここでは，一般化座標系で議論を行う。物理系も，球面上に

拘束された粒子ではなく，無拘束の自由粒子を扱う。まず，古

典的ハミルトニアンは，次式で表される。 
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ここで，
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Pは一般化運動量，

ij
g は計量である。 

 次に量子化を行うと，多数のハミルトニアンが得られる。それ

らの中で
1Ĥ ，

2Ĥ と同じ順序のハミルトニアンを選ぶ。 
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1
Ĥ ′と
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Ĥ ′の差を求めると，次のようになる。 
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 上式は，拘束条件が存在しない系のハミルトニアンであるにも

かかわらず，2～4節，あるいは5節で扱った拘束系のハミルトニ

アンと同値である。このことから，粒子に対する拘束は，量子化

によってハミルトニアンが多数得られることには寄与していない

ものと考えられる。    

7.7.7.7.    結論結論結論結論    

    極座標系での量子化において多数発見されるハミルトニアン

の違いは，演算子順序の違いであることがわかった。また，それ

らの差をアフィン接続係数によって表した。しかし，このことが具

体的に何を意味するのかについては不明である。また，閉じた2

次元曲面への拘束は，その構造に関わらず，ハミルトニアンの

非一致性には関係しない。さらに，空間的に拘束されていない

系において議論を行った結果，粒子に対する拘束自体がハミル

トニアンの非一意性に関係しないことがわかった。    

8.8.8.8.    今後今後今後今後のののの展望展望展望展望 

今後は，もっと別の演算子順序を持つハミルトニアンの差を求め，

その差がどのように表されるかを調べたい。また，差を表す項が

必要になる場合も存在することが報告されているので，それに

ついても考察を行いたい。    

参考文献参考文献参考文献参考文献    

[1] N.K.Flack and A.C.Hirshfeld，Eur. J. Phys. 4 (1983) 5. 

[2] 石川 純夫，宮崎 忠，山野辺 基雄，山本 和義，トーラス

上に拘束された粒子の量子論(1995) 

[3] 小出 昭一郎，量子力学(Ⅰ)(裳華房 2003)  

[4] 九後 汰一郎，ゲージ場の量子論Ⅰ(培風館 1989) 

[5] P.A.M.Dirac， Lectures on Quantum Mechanics (Yeshiva 

Univ. Press， New York， 1964) 

[6]  T. Honma, T. Inamoto and T. Miyazaki, Phys.Rev D.42 

(1990) 2049 

[7] B. S. DeWitt，Phys.Rev.85 (1952) 653. 


	母袋大輔



