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Abstract

This study investigates how transporting multiple passengers simultaneously affects the travel

distance of a shared taxi, a transport mode widely used in Southeast Asia. While previous studies

mainly considered one or two passengers, we develop a generalized mathematical model allowing

an arbitrary number of passengers and analyze how the travel distance varies with passenger count.

The city is modeled as a circular disk, and passenger origins and destinations are assumed to

be independently and uniformly distributed. Additional passengers are accepted only when their

destinations do not hinder the approach to existing passengers’ destinations, which geometrically

constrains feasible locations.

Using Crofton’s differential equation, we derive the probability density function of distances

between two random points and obtain the baseline expected travel distance. Distance multipliers

for multiple passengers are then formulated and generalized via a recurrence relation. Assuming

passenger arrivals follow a Poisson distribution, the overall expected travel distance is evaluated.

The results indicate that although travel distance increases with passenger count, the increase

converges to a finite limit, implying that ride sharing leads to only moderate additional travel

distance.

1 はじめに

東南アジアでは「乗合タクシー（shared taxi）」

と呼ばれる交通手段が広く利用されている．乗合

タクシーとは，乗客を乗せて移動している途中で，

同一方向へ向かう追加の乗客を乗せる仕組みをも

つ輸送形態である．ただし，既に乗車している乗客

の目的地への移動を著しく妨げるような経路とな

る場合には，新たな乗客は乗せない．複数の乗客を

乗せている場合，タクシーは各乗客の目的地に近

い順に訪問する．

このため既存の乗客にとっては，他の乗客を輸

送することにより一定の遠回りが生じる可能性が

ある．一方，運転手側から見れば複数の乗客を同時

に輸送できるため運行効率が向上し，料金も比較

的低く設定されることが多い．

タイなど公共交通網が十分でない地域では，図

1に示すシーローや図 2のテンソウといった乗合型

交通手段が都市内移動に広く利用されている．日

本では長らく乗合タクシーは制度上制限されてい
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たが，近年はライドシェア需要の高まりに伴い徐

々に導入が進んでいる．

本研究では，乗合タクシーによる移動が通常の

タクシー移動と比較してどの程度距離が増加する

のかを数理的に分析する．既存研究[1, 2]では乗客

数1および2の場合の移動距離が求められているが，

本研究ではそれらを踏まえ，より一般化されたモ

デルを構築し，乗客数増加に伴う移動距離特性を

明らかにすることを目的とする．

本研究では，確率論の観点から乗合タクシーの

移動距離を理論的に解析する．

図1 シーロー 図2 テンソウ
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2 乗合タクシーの移動距離の数理モデル化

2.1 モデル化の仮定

一般的にタクシーは決められた営業区域内を走

行する。そこで直径2の円盤状の都市を考え、その

内部で1台の乗合タクシーが移動を行う。道路の形

状や地形に依存しない移動を想定する。すなわち、

このタクシーは都市内部を客を乗せた起点から目

的地へ向かって直線的に移動するものとする。道

路網を想定しない目的地までの直線移動というと

モデルとして単純化しすぎなようにも思えるが、こ

の研究では通常のタクシーでの移動距離と乗合タ

クシーでの移動距離との比こそが重要なので、乗

合タクシーの移動距離そのものがいくつになるか

は問題としない。この直線距離を用いた計算によ

り、移動距離の数値自体は実際の乗合タクシーの

移動に対して0次近似ではあるが、この研究ではこ

の単純化したモデルを受け入れるものとする。こ

の研究では特定の都市を想定していない。乗客の

発生はPoisson分布になると仮定する。タクシーの

最大乗客数はあえて設定しない。Poisson分布では

乗客数が多いほど発生確率が低くなる。各乗客の

発生は以下のようになる。

• 1組目の乗客(乗客1)の起点と終点(乗り始め

と乗り終わり)の位置は都市内部の互いに独

立で一様な地点に発生するものと設定する。

• 2組目の乗客(乗客2)の起点は、乗客1の起点

から終点までの区間のどこかで発生し、乗

客2の終点は、「乗客1の移動を妨げない領

域」に発生する。

• 3組目以降の乗客は乗客2と同様に、前の乗

客が乗り始めてから乗客1の終点に向かうま

での区間で起点が発生し、「既に乗車してい

る全ての客の移動を妨げない領域」に終点

が発生する。

この乗合タクシーの行動例を図3に示す。

ここで、「既に乗車している客の移動を妨げない

領域」とは具体的にどこなのか？　図3の真ん中の

移動を取り出して、乗客2の終点として取り得る領

域を図4に青色で表現する。 乗客2は、乗客1の移

動を邪魔しない範囲に移動する。すなわち、タク

シーの運転手は「乗客1の運搬のついでに乗客2を

（選択して）運搬する」考えを持つだろう。とすれ

ば、「乗客1が不平を言わない範囲」、終点1までの

距離が短くなる範囲にだけタクシーは向かうと考

えて良い。その範囲とは起点2から終点1までを半

径とする円を、起点2中心と終点1中心に描いたそ

の共有領域である。この範囲であれば、どこに進ん

でも終点1中心の円の内側であるため終点1までの

距離が乗客2の登場時点より短くなり、既に乗って

いる客の移動を妨げていない。しかしながら、遠回

りには違いないので乗客1は最短で自分の終点に到

着するわけではない。図4では計算を簡単化するた

め、円の交点と起点2を結んだ直線で領域を構成し

ている。二つの円の半径が同一であることから領

域は中心角
2

3
πの扇型となる。

起点1が終点2より手前に発生し、かつ終点2が終

点1よりも奥に発生する場合は本研究では考えな

い。一般的に、終点2が終点1よりも奥(図4では左

側)に発生するのは、乗合タクシーの移動としては

起こり得る。乗客1の移動も乗客2の移動もどちら

も妨げられず、実際の乗合タクシーではその移動

先は許される。しかしながら、この研究では数学的

に扱いやすくするため、この場合を考慮しないこと

とする。非常に強い仮定ではあるが、この研究にお

いては乗合タクシーは既に乗車している客よりも

近い位置を目的地とする追加の客を乗せてLIFOで

移動し、かつ追加の乗客は前の乗客が発生した区間

で発生でする(乗客3が[起点2,終点2]区間で現れた場

合乗客3はその区間で現れる)ものとして、乗客1か

ら見た移動距離(タクシーから見た移動距離とも言

える)の変化について着目するものとする。

次に、乗客2の起終点の発生位置の確率分布につ

いても検討しておこう。全ての乗客は都市内部に

独立な点として一様に発生するが、乗合タクシー

が実際に乗せる乗客は「既に乗車している客の移

動を妨げない領域」に向かうという点を考慮しな

ければいけない。その領域(図4の青い領域)は当然、

起点2が終点1に近づくほど小さくなるので、実際

に乗せる乗客の起点2は起点1に近い位置に発生し

やすい。すなわち、実際に乗せる乗客の起点2の位

置の確率分布は終点2の位置が条件となる条件付き

確率であり、起終点は独立に決定されない。これら

を踏まえた上で後続する乗客の起終点発生位置の

具体的な確率分布は第3章にて求める。
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図3 乗合タクシーの行動例

図4 終点2の発生範囲

2.2 検討の方針

この章では確率論に基づいて解析解を導出する。

乗合タクシーの移動距離の期待値をXとおく。問題

を以下のように分割して考える。

乗客iの移動距離の期待値をxi (i = 1, 2, 3, . . . )と

おく。タクシーは乗客がいないときは決められた

位置に待機しており、乗客が表れて運搬を開始し、

すべての乗客をその終点に送り届けて、待機場所

に戻るものとする。これを1回の出動とする。1回

の出動で運搬する乗客数がi人ちょうどになる確率

をPi (i = 1, 2, 3, . . . )とおく。Xは次のように表

現できる。

X = P1x1 + P2x2 + P3x3 + . . .

距離の期待値は確率変数と確率密度関数をかけ

て積分すれば求まるので、乗客数ごとの移動距離

の期待値xiは以下の積分で与えられる。

xi =

∫ ∞

−∞
gi(x)fX(x)dx (1)

本研究においてはfX(x)は直径2の円盤上でのラ

ンダムな2点(乗客1の起終点)の距離xの確率密度関

数で、gi(x)は2点の距離xが定まった上で乗客数iの

場合に遠回りする移動距離全体の期待値である。つ

まりgi(x)はxが定数倍される関数となっている。そ

のxの係数こそが通常のタクシーでの移動距離と比

べた、乗合タクシーでの乗客数iにおける移動距離

の増加率である。 fX(x)は乗客1の起終点距離の確

率密度関数なのでタクシーの乗客数に依らず同一

の関数となる。

一般的に確率密度関数fX(x)を直接的に求めるに

は「クロフトンの微分方程式」を用いる。この微分

方程式とは特定が難しい確率密度関数を見つける

方法である。文献[3]によると、クロフトンの微分

方程式とは「対象領域のスケールパラメタαに関す

るfの微係数を定式化し、その結果得られる1階線

形微分方程式を解く」という手法である。すなわ

ち、fX(x)の微分を式にして、それを積分すること

でfX(x)を得る。以下の節ではこの考え方に沿って

解析解を求める。

3 計算からのアプローチ

3.1 確率密度関数fX(x)の導出

以下ではfX(x)の導出をしていこう*1。ここでは

*1 より詳細には文献[3][4]を参照されたい。
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「クロフトンの微分方程式」の考え方に基づき定式

化する。都市の大きさを変数にして、その値を少し

大きくしたときのfの変化に注目する。

半径αの円盤A上で一様に分布する2点間の直線

距離をxとし、その確率密度関数をf(x, α)とおく。

これを図5に示す。 f(x, α)の微分係数を求めるた

めに、半径を∆α増加させたときの円盤Cの確率密

度関数を考える。増加した領域はリングBとする。

半径α + ∆αの円盤C上で一様に分布する2点間の

直線距離xの確率密度関数をf(x, α + ∆α)とする。

円盤A,リングBの面積はそれぞれS,∆Sとおく。円

盤Aは半径がαの円なので当然面積はS = πα2で

あるし、円盤Cは半径がα + ∆αの円なので面積

はπ(α + ∆α)2であるので、リングBの面積はS =

π(α+∆α)2 − πα2 = π(2α∆α+ (∆α)2)である。

図5 都市の半径を増加

円盤C上の移動の種類を分類し、どの領域から

どの領域への移動がどれだけ起きやすいかを考え

る。領域A,B間を移動する直線距離xの確率密度関

数はg(x, α,∆α)とおいて、領域B内部からB内部へ

移動する直線距離xの確率密度関数をh(x, α,∆α)と

おく。

全体の面積の対象としている領域の面積が占め

る割合を確率と考える。表1では面積は測度に相当

する。起点・終点の組み合わせについてそれぞれ

領域の面積を求めて、組み合わせを考慮してそれ

らを掛け合わせる。それを全体の面積(測度)で割っ

た、全測度に占める割合が対応する移動の種類が

選ばれる確率である。

以上からf(x, α + ∆α)をf(x, α), g(x, α,∆α),

h(x, α,∆α)を用いて表すと、

f(x, α+∆α) =
S2

(S +∆S)2
f(x, α)

+
2S∆S

(S +∆S)2
g(x, α,∆α) +

(∆S)2

(S +∆S)2
h(x, α,∆α)

である。両辺に
(S+∆S)2

S2 をかけると、

(S +∆S)2

S2
f(x, α+∆α) = f(x, α)

+
2∆S

S
g(x, α,∆α) +

(∆S)2

S2
h(x, α,∆α)

となる。(S +∆S)2を展開すると、

S2 + 2S∆S + (∆S)2

S2
f(x, α+∆α) =

f(x, α) +
2∆S

S
g(x, α,∆α) +

(∆S)2

S2
h(x, α,∆α)

となる。 S2

S2 = 1なので、

f(x, α+∆α) +
2S∆S + (∆S)2

S2
f(x, α+∆α) =

f(x, α) +
2∆S

S
g(x, α,∆α) +

(∆S)2

S2
h(x, α,∆α)

となる。左辺の第二項と右辺の第一項をそれぞれ

移項して整理すると、

f(x, α+∆α)− f(x, α) =

− 2S∆S + (∆S)2

S2
f(x, α+∆α)

+
2∆S

S
g(x, α,∆α) +

(∆S)2

S2
h(x, α,∆α)

となる。ここで、両辺を∆αで割ると、

f(x, α+∆α)− f(x, α)

∆α
=

− 2S∆S + (∆S)2

S2∆α
f(x, α+∆α) +

2∆S

S∆α
g(x, α,∆α)

+
(∆S)2

S2∆α
h(x, α,∆α)

となり、左辺が微分の定義式の形と同一になる。こ

こで、S = πα2,∆S = π∆α(2α +∆α)であること

に注意してリングBを限りなく細く(∆α → 0)する

と各項の係数は次のようになる。 f(x, α +∆α)の

係数は

−2S∆S + (∆S)2

S2∆α
= −2π2α2(2α∆α+ (∆α)2)

π2α4∆α

− π2(∆α)2(2α+∆α)2

π2α4∆α

= −4α+ 2∆α

α2
− ∆α(2α+∆α)2

α4

→ − 4

α
,

35

学術研究



表1 移動の種類ごとの割合と確率密度関数

起終点ペアの種類 測度(ペアの量) 全測度に占める割合 xの確率密度関数

A→A S2 S2

(S+∆S)2
f(x, α)

A→B or B→A 2S∆S 2S∆S
(S+∆S)2

g(x, α,∆α)

B→B (∆S)2 (∆S)2

(S+∆S)2
h(x, α,∆α)

C→C (全体) (S +∆S)2 1 f(x, α+∆α)

となる。また、g(x, α,∆α)の係数は、

2∆S

S∆α
=

2π∆α(2α+∆α)

πα2∆α
=

2π(2α+∆α)

πα2
→ 4

α
,

h(x, α,∆α)の係数は、

(∆S)2

S2∆α
=

π2(∆α)2(2α+∆α)

π2α4∆α

=
π2∆α(2α+∆α)

π2α4
→ 0

である。また、

f(x, α+∆α)− f(x, α)

∆α
→ d

dx
f(x, α)

g(x, α,∆α) → g(x, α, 0)

h(x, α,∆α) → h(x, α, 0)

となる。以上より、

d

dα
f(x, α) = − 4

α
f(x, α) +

4

α
g(x, α, 0) (2)

を得る。以上が「クロフトンの微分方程式」であ

る。

g(x, α, 0)を検討する。g(x, α, 0)とは領域Ａから

領域Ｂまたは領域Ｂから領域Ａの移動距離xの確率

密度関数である。領域Ｂを限りなく小さくしたの

で、移動は円盤上の点と円周上の点との移動にな

っている。測度で分かるように、g(x, α, 0)を求め

るには片方だけを考えれば良いので領域Ｂから領

域Ａだけを考える。また、移動の起点をどこか特定

の円周上の点に固定しても一般性は失われないの

で一点に固定する。図6に示すように、g(x, α, 0)と

は、起点から半径xの円周が半径αの円盤上の点が

交わった部分の長さL(x)を、円盤の面積Sで除算す

ることにより得られる。

この図において、円盤Ａ上の点が半径xの円周

と交わっている数を、円盤Ａ上の点の数全体で除

算することによりg(x, α, 0)を得ることができる。

図6 リングＢ上から円盤Ａへの移動

L(x)は、

α2 = x2 + α2 − 2αx cos θ

⇒ cosθ =
x

2α

⇒ θ = arccos
x

2α

⇒ L(x) = 2x arccos
x

2α

(3)

となる。これを円盤の面積で割れば、

g(x, α, 0) =
2x

πα2
arccos

x

2α
(4)

とg(x, α, 0)が求まるので、式(4)を式(2)に代入する

と、

d

dα
f(x, α) +

4

α
f(x, α)− 8x

πα3
arccos

x

2α
= 0

を得る。この微分方程式は１階線形方程式であるの

で解析的に解くことが可能である。これは変数αに

関する微分方程式であり、xは定数として扱えるの

で変数xは省略してf(x, α) = yとすると、この場合

の１階線形方程式 dy
dα + p(α)y = q(α)の解は以下の

ようになる。

y = e−
∫
p(α)dα(C +

∫
q(α)e

∫
p(α)dαdα)
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さらに、

y = e−
∫

4
αdα(C +

∫
8x

πα3
arccos(

x

2α
) e

∫
4
α dαdα)

= e−4 logα(C +

∫
8x

πα3
arccos(

x

2α
) e4 logα dα)

= α−4(C +

∫
8x

πα3
arccos(

x

2α
) α4 dα)

=
C1

α4
+

8x

πα4

∫
α arccos(

x

2α
) dα

(5)

となる。第二項の積分をIとおく。

y = =
C1

α4
+

8x

πα4

∫
α arccos(

x

2α
) dα

=
C1

α4
+

8x

πα4
I

ここでIは以下のとおりである。

I =

∫
α arccos

x

2α
dα

=

∫
(
1

2
α2)′ arccos

x

2α
dα

=
1

2
α2 arccos

x

2α
−
∫

1

2
α2 (−

(− x

2α2
)√

1− x2

4α2

) dα

=
1

2
α2 arccos

x

2α
− 1

2
x

∫
α√

4α2 − x2
dα

=
1

2
α2 arccos

x

2α
− 1

2
x (

1

4

√
4α2 − x2 + C2)

=
1

2
α2 arccos

x

2α
− 1

8
x
√
4α2 − x2 − 1

2
xC2

(6)

式(6)を式(5)に代入する。

y =
8x

πα4
(
1

2
α2 arccos

x

2α
− 1

8
x
√
4α2 − x2

− 1

2
xC2) +

C1

α4

=
4x

πα2
arccos

x

2α
− x2

πα4

√
4α2 − x2 +

C1

α4

− 4x2C2

πα4

=
4x

πα2
arccos

x

2α
− x2

πα4

√
4α2 − x2

+
C1 − 4x2C2

α4

ここまで変数αに関する微分方程式であったので

変数xは省略していたが、C1,C2はxの関数である。

ここで、第三項の分子をC(x) = C1 − 4x2C2と一

つの文字にまとめる。微分方程式の一般解は

y = f(x, α) =
4x

πα2
arccos

x

2α
− x2

πα4

√
4α2 − x2+

C(x)

α4

と求まる。

初期条件について検討しよう。x = 2αのとき、

すなわちリング上から正反対の一点への移動は、確

率密度関数の特性上厳密にf(x, α) = 0である。よ

ってα = x
2のときにf(x, α) = 0が成り立つ。した

がって、

f(x,
x

2
)

=
4x

π(x2 )
2
arccos

x

2(x2 )
− x2

π(x2 )
4

√
4(

x

2
)2 − x2 +

C(x)

(x2 )
4
= 0

=
1

πx
arccos 1− 16

πx2

√
x2 − x2 +

16C(x)

x4
= 0

=
16C(x)

x4
= 0

である。よってC(x) = 0である。また、αは変化し

ないので関数の変数から削除し、f(x)とする。こ

れで「半径αの円盤上で一様に分布する2点間の直

線距離の確率密度関数」が以下のように得られる。

f(x) =
4x

πα2
arccos

x

2α
− x2

πα4

√
4α2 − x2 (0 ≤ x ≤ 2α)

本研究では都市を直径2の円盤としているので半

径α = 1を代入する。

fX(x) =
4x

π
arccos

x

2
− x2

π

√
4− x2 (0 ≤ x ≤ 2)

これから確率密度関数fX(x)が求まる。この関数

を図7に示す。

この確率密度関数fX(x)の平均を計算する。

fX(x)とxの積を[0, 2]の範囲で積分すると、

E(x) =

∫ 2

0

x(
4x

π
arccos

x

2
− x2

π

√
4− x2)dx

=

∫ 2

0

4x2

π
arccos

x

2
dx−

∫ 2

0

x3

π

√
4− x2dx

第一項の積分をI1,第二項の積分をI2とおく。

E(x) =

∫ 2

0

4x2

π
arccos

x

2
dx−

∫ 2

0

x3

π

√
4− x2dx

= I1 − I2
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図7 円盤内の直線距離の確率密度関数

ここでI1は

I1 =

∫ 2

0

4x2

π
arccos

x

2
dx

=
4

π

∫ 2

0

(
1

3
x3)′ arccos

x

2
dx

=
4

π

[
1

3
x3 arccos

x

2

]2
0

− 4

π

∫ 2

0

1

3
x3(− 1√

1− x2

4

)
1

2
dx

=
4

3π
(8 · arccos 1− 0 · arccos 0)

+
4

3π

∫ 2

0

x3 1√
4− x2

dx

=
4

3π

∫ 2

0

x3 1√
4− x2

dx

である。変数変換x = 2 sin θとおく。 xの微分

はdx = 2 cos θdθである。積分範囲を以下に与え

る。

x 0 → 2

θ 0 → π
2

よって、

I1 =
4

3π

∫ π
2

0

8 sin3 θ
1√

4− 4 sin2 θ
2 cos θ dθ

=
32

3π

∫ π
2

0

sin3 θ dθ

=
32

3π
· 2
3
=

64

9π

となる。

I2を計算しよう。

I2 =
1

π

∫ 2

0

x3
√

4− x2dx

I1の計算と同様にx = 2 sin θと変換する。すると、

I2 =
1

π

∫ π
2

0

8 sin3 θ ·
√

4− 4 sin2 θ · 2 cos θ dθ

=
32

π

∫ π
2

0

sin3 θ · cos2 θ dθ

=
32

π

∫ π
2

0

sin θ(1− cos2 θ) · cos2 θ dθ

=
32

π

∫ π
2

0

sin θ(cos2 θ − cos4 θ) dθ

となる。変数変換u = cos θとおく。このときuに対

する微分はdu = − sin θdθとなる。積分範囲は以下

の通り。

θ 0 → π
2

u 1 → 0

よって、

I2 = −32

π

∫ 0

1

(u2 − u4) du =
32

π

∫ 1

0

(u2 − u4) du

=
32

π

[
1

3
u3 − 1

5
u5

]1
0

=
32

π
(
1

3
− 1

5
) =

32

π
· 2

15
=

64

15π
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以上より、

E(x) =
64

9π
− 64

15π
=

64 · 5− 64 · 3
45π

=
128

45π
∼= 0.905409

が確率密度関数fX(x)の平均である。

3.2 確率変数gi(x)の導出

3.2.1 乗客数1の場合 (g1(x))

確率変数g1(x)は、2点の距離xが決まった上で乗

客数1の場合に遠回りする移動距離全体の平均であ

る。ただし乗客が１組の場合はタクシーは遠回り

しないので、移動距離はxのままである。したがっ

て確率変数は
g1(x) = x

となる。

3.2.2 乗客数2の場合 (g2(x))

乗客数2の場合の移動例を図8に示す。 乗

客1がs1から距離x離れたd1へ向かう。 その途

中s2で 乗 客2が 現 れ、 d2へ 寄 り 道 す る の で、

g2(x) = ax+ bx+ cxとなる。

乗客1の起点と終点を通りd1(終点1)を原点とす

るt軸をとる。

図8 乗客数2の移動例

cを求めよう。タクシーを利用する可能性のある

乗客候補の起終点のみを考え、乗せる可能性のな

い乗客候補の起終点は考慮しない。乗客候補の起

点はt軸上に一様分布するので、d1とs2の距離tの確

率密度関数は、

fs(t) =
1

x
(7)

である。乗客候補の終点は、s1からd1までを半径と

する、s1中心でd1が弧の中心点となる扇型(図8の

オレンジ色で示された扇型)の中で一様分布する。

その内側の、s2からd1までを半径とする、s2中心

でd1が弧の中心点となる扇型(図8の青で示された

扇型)の内部に終点があればこれらの起終点ペアは

採用される。したがって青い扇型の面積をオレン

ジ色の扇型の面積で割った、

fd(t) =
2
3πt

2

2
3πx

2
=

t2

x2
(8)

が起点がtに発生したもとで乗客2が採用される条件

付き確率である。

実際に乗せる乗客の位置tの確率密度関数を求め

る。式(7)と式(8)を掛けて、

f(t) = fs(t)fd(t) =
t2

x3
(9)

とする。これを ∫ ∞

−∞
f(t)dt = 1 (10)

が成り立つように規格化する。式(9)を式(10)に代

入すると、

f(t) =

∫ x

0

t2

x3
dt =

[
t3

3x3

]x
0

=
1

3
(11)

となる。式(11)より、f(t)に3を掛ければ式(10)が

成り立つことから、f(t)を改めて

f(t) =
3

x3
t2

とする。tの期待値は

t =

∫ x

0

t· 3
x3

t2dt =

∫ x

0

3

x3
t3dt =

[
3

4x3
t4
]x
0

=
3

4
x

である。cx = x− tより、cが次のように求まる。

c =
1

4
(12)

次にbを求める。s2からd1までの長さが
3
4xである

ことから、bxを半径v(= 3
4x)とする円内の各点から

原点への距離の期待値とみなす。これは扇型から

円に変換しても、原点と各点の距離の期待値は変

化しないことによる。確率変数は
√

y2 + z2で確率

密度関数は 1
πv2で積分範囲はD = {x2+y2 ≤ v2}な
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ので、

bx =

∫ ∫
D

√
y2 + z2

1

πv2
dydz

となる。y = r cos θ,z = r sin θとおくと、ヤコビ

アンはrであり、積分範囲はE = {0 ≤ r ≤ v, 0 ≤
θ ≤ 2π}に移る。すると、

bx =
1

πv2

∫ 2π

0

∫ v

0

r2drdθ

=
1

πv2
[θ]

2π
0

[
1

3
r3
]v
0

=
2

3
v

=
1

2
x (∵ v =

3

4
)

となる。よって、

b =
1

2
(13)

が得られる。

最後にaは*2、

a = −33
√
3

8π
+

9
√
3 log 3

32π
+

8

π
(14)

である。

以上の式(12)、式(13)、式(14)より、 g2(x)が求

まる。

g2(x) = (a+ b+ c)x = kx ∼= 1.19259x

3.2.3 乗客数3の場合 (g3(x))

乗客数3の場合は、起点3が下図の[d1,d2]間で現

れるか[d2,s2]間で現れるかの2つに場合分けをし

て、それぞれの確率を求める*3。

図9から、乗客3の移動可能な範囲である扇型は、

乗客2のときの形がそのまま入れ子構造になって

いることがわかる。これは、乗合タクシーが既に

乗車している客よりも近い位置を目的地として、

かつ追加の乗客は前の乗客が発生した区間で乗せ

ると仮定したためである。前節で導出した結果を

活用して、乗客が現れた区間の距離をk倍とする

ことでg3(x)も導出することが可能である。以上か

ら[d1,d2]間で現れる確率と[d2,s2]間で現れる確率

*2 この導出については、より詳細には文献[7]を参照された

い。

*3 [s1,s2]間で現れたらそれはもはや乗客2である。

をそれぞれ求めればよい。 [d1,d2]間か[d2,s2]間ど

ちらかでは条件に適合する乗客が現れる前提を考

慮すると、

• 事象A： [d1,d2]間で条件にマッチする乗

客3が乗ってくる事象

• 事象B： [d2,s2]間で条件にマッチする乗

客3が乗ってくる事象

• 事象C：[d1,d2]間か[d2,s2]間どちらかで条件

にマッチする乗客3が乗ってくる事象

とする。

まずはP (A|C)([d1,d2]間か[d2,s2]間どちらかで

現れるという上で[d1,d2]間で乗客が現れる確率)か

ら求める。ベイズの定理より、

P (A|C) =
P (C|A)P (A)

P (C)
(15)

である。 P (C|A),P (A),P (C)をそれぞれ求める

と、道幅を仮にdzとして、

P (C|A) = 1

P (A) =
a3dz

9π

P (C) =
(a3 + b3)dz

9π

となる。これらを式(15)に代入して、

P (A|C) =
a3

a3 + b3
(16)

が得られる。同様の操作を行えばP (B|C)も得ら

れ、

P (B|C) =
b3

a3 + b3
(17)

これらの割合は乗客数4以降でも同様に用いる。

式(16)と式(17)、g2(x)の結果(乗客が現れる区間

でk倍になること)を利用すると確率変数は以下の

ような式(18)となる。

g3(x) = (
a3(ka+ b)

a3 + b3
+

b3(a+ kb)

a3 + b3
+ c)x

∼= 1.28437x (18)

3.2.4 乗客数4の場合 (g4(x))

乗客が4組の場合は3組のときと同様の考え方よ

り、起点4の発生位置で4つに場合分けを行えば確
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図9 乗客数3の移動例

率変数は以下のような式(19)となる。

g4(x) = (
a3

a3 + b3
(

a3

a3 + b3
(ka+ b+ c)a

+
b3

a3 + b3
(a+ kb+ c)a+ b)

+
b3

a3 + b3
(a+

a3

a3 + b3
(ka+ b+ c)b

+
b3

a3 + b3
(a+ kb+ c)b)

+ c)x ∼= 1.32809x

(19)

3.2.5 乗客数iの場合 (gi(x))

以上を一般化してgi(x)を求めたい。 g1(x)か

らg2(x)の 増 加 量∆g1, g2(x)か らg3(x)の 増 加

量∆g2のように増加量を表現する。すなわち、

∆g1 = (k − 1)x

∆g2 = (P (A|C)(k − 1)a+ P (B|C)(k − 1)b)x

∆g3 = (P (A|C)2(k − 1)a2+

2P (A|C)P (B|C)(k − 1)ab+

P (B|C)2(k − 1)b2)x

となる。これを一般化すると、

∆gi = (k − 1)(P (A|C)a+ P (B|C)b)i−1x

である。よって、gi(x)は∆giを用いて、漸化式

gi = gi−1 +∆gi−1

で表現できる。これは、q = (k − 1)x ∼= 1.08, r =

P (A|C)a+ P (B|C)b ∼= 0.31として、

gi = g1 +
q

1− r
− qri−1

1− r

と求められる*4。この式から、i → ∞とすれば、

g∞ = g1 +
q

1− r
∼= 1.406350x

が求められる。

3.3 乗客数ごとの平均移動距離xiと平均移動距

離Xの算出

乗客数ごとの平均移動距離はg(x)とfX(x)を(1)式

に代入して求める。計算結果は表2となる。

乗客数がi人ちょうどとなる確率Piを適切に重み

付けして平均移動距離Xを計算する。乗客はポア

ソン分布で発生すると仮定する。すなわち、Pi =
e−λλi−1

(i−1)! である。ただし乗客が1人以上の場合を前

提にしているので、乗客の平均発生数をµとして、

追加で発生する乗客数の平均をλ = µ− 1とする*6。

テンソウが最大12人乗りであることも踏まえて、

µ = 1, · · · , 8としたときのXの計算結果を表3に示

す。

*4 ai = pai−1 + qri−1型の漸化式だと見なして計算してい

る

*5 ちなみに、x1 = 128
45π
である。

*6 λは追加の乗客数の平均を表す。
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表2 乗客数ごとの平均移動距離xi

乗客数i 平均移動距離xi x1との比率gi/x

1 0.905415∗5 1.000000

2 1.079797 1.192600

3 1.162591 1.284042

4 1.201900 1.327458

5 1.220563 1.348071

6 1.229424 1.357857

7 1.233631 1.362504

8 1.235629 1.364710

9 1.236577 1.365757

10 1.237027 1.366255

11 1.237241 1.366491

12 1.237343 1.366603

∞ 1.237434 1.366704

表3 平均移動距離X

乗客の平均 平均移動距離X µ = 1のとき

発生数µ との比率

1 0.905415 1.000000

1.5 0.982097 1.084693

2 1.041069 1.149826

2.5 1.086421 1.199915

3 1.121299 1.238436

3.5 1.148121 1.268061

4 1.168749 1.290843

5 1.196812 1.321838

6 1.213409 1.340169

8 1.229031 1.357423

4 まとめ

本研究では先行研究を踏襲した上で乗合タクシ

ーの平均移動距離の数理モデル化と計算を行った。

乗客数ごとの平均移動距離と一般的な平均移動距

離を求めた。乗客数ごとのの平均移動距離xiは乗客

数が無限に増えたとしてもx∞ = 1.273283であり、

乗客数1と比べて約1.406350程度に収まる。移動距

離はさほど増えないということが分かった。ただ

しこれはあくまで「乗合タクシーは既に乗車して

いる客よりも近い位置を目的地とする追加の客を

乗せてLIFOで移動し、かつ追加の乗客は前の乗客

が発生した区間で発生でする」という強力な仮定

を用いた上での結果である。この仮定が緩和した

場合のモデル化は今後の課題である。

本研究ではxとpを完全に独立なものとして扱っ

た。実際には独立ではなく相互に複雑に影響しあ

うことが予想される。乗客が沢山現れるような都

市であれば、行き先がマッチする客の現れる位置

が今より近い位置になることは十分想定される。

最後に、クロフトンの微分方程式という手法に

ついてだ。一般的に、固定点から任意の点への平均

距離を計算するのは容易だが、任意の点から任意

の点への平均距離の計算は困難である場合が多い。

しかしクロフトンの微分方程式という手法を用い

ればそういった問題でも確率密度関数を求める事

が可能である。そこから平均を求められるのが本

手法の有用な点である。
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